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Resumen

Presentamos una clase mds amplia que la coleccion de o-dlgebras sobre un conjunto
X: cada coleccion en esta clase se llama sistema de Dynkin. Tratamos el caso particu-
lar cuando estas colecciones son generadas por w-sistemas y se dan también algunas
aplicaciones relacionadas a unicidad de medidas y también a medidas invariantes.
Palabras claves: w-sistemas, \-sistemas, sistemas de Dynkin

Abstract

We present a class more large that collection of o-algebras on a set X : each collection
in this class is called Dynkin system. We treat the particular case when these collections
are generated by T-systems and we give some applications related to unicity of measures
and also to invariant measures.

Palabras claves: 7-sistemas, \-sistemas, sistemas de Dynkin

Introduccion

Un espacio natural sobre el cual se desarrollan nociones de teoria de la medida son
las o-dlgebras. Un o-dlgebra sobre un conjunto X es una coleccion <7, formada por
subconjuntos de X, que tiene a X entre sus elementos, es cerrada bajo complementos y
es cerrada bajo uniones enumerables. Presentamos a continuacién la nocién de sistema
de Dynkin, o A-sistema, y mostramos que la coleccion de A-sistemas contiene de manera
propia a la coleccién de o-dlgebras sobre un conjunto dado. Son de particular interés
aquellos A-sistemas generados por 7-sistemas, pues en este caso son también o-algebras,
y muchas propiedades solo necesitan ser verificadas en el 7-sistema generador.

En cuanto a notacién, dado un conjunto X, su conjunto de partes serd denotado como
2(X).

Materiales y métodos
Definicion 1 (7-sistema). Sea X un conjunto. Una coleccion P C (X)) se denomina

w-sistema (o w-clase) sobre X si es cerrada bajo intersecciones de colecciones finitas
contenidas en P.
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Ejemplo 1.

1. En todo conjunto X, las colecciones {0, X } y P(X) son 7-sistemas. A diferen-
cias de las o-dlgebras, estas no son las colecciones mas pequefias que podamos
encontrar dentro de todos los m-sistemas sobre un conjunto dado. Por ejemplo, la
coleccion { X } es también un 7-sistema sobre X.

2. En X = Rlacoleccién P formada por () y todos los intervalos de R constituyen un
m-sistema. Mas generalmente, en X = R" la coleccién formada por el conjunto
vacio y todos los rectdngulos n-dimensionales, es un 7-sistema.

3. En X = R" (n > 2) la coleccién P formada por todas las bolas abiertas no es un
m-sistema.

4. Sobre un espacio topolégico (X, 7), la coleccién 7 es un 7-sistema. También es
un 7-sistema la coleccion de todos los conjuntos cerrados en X .

5. En un 7-sistema no es necesaria la presencia del conjunto vacio. Por ejemplo, la
coleccion de bolas concéntricas forman un 7-sistema pero ) no es elemento en
dicha coleccién.

Definicion 2 (Sistema de Dynkin). Dado un conjunto X, una coleccion
L C P(X) es un sistema de Dynkin (o un A-sistema o sistema o-aditivo) sobre X
Si

1. X es elemento de L,
2. Para cada A € L, el complemento X — A también pertenece a L,

3. Para toda familia enumerable disjunta {A; : i € N} C L, la union | J;2| A; es
elemento de L.

Observe que la condicién A; N A; = (), para i # j, establece la diferencia entre un
o-algebra y un A-sistema. De hecho toda coleccién que es un o-algebra es también un
A-sistema.

Sin embargo, no todo \-sistema es un o-dlgebra. Por ejemplo, si X es un conjun-
to finito con un nimero par de elementos (luego &?(X) es también un conjunto finito
formado por conjuntos finitos) entonces la coleccion L, formada por todos los subcon-
juntos de X que tienen también un nimero par de elementos, es un A-sistema. Cuando
L esta formada por dos 0 mds elementos, la coleccién no necesariamente es un algebra,
por tanto, no necesariamente es o-algebra. Para ver que £ no es un dlgebra tome dos
conjuntos, elementos de £, cada uno con dos elementos pero con un elemento comiin
entre ellos. La unidn de estos tendrd solamente tres elementos y, por tanto, dicha unién
noestden L.

Todo o-dlgebra es un 7-sistema, sin embargo existen m-sistemas que no son ni o-
algebras ni \-sistemas.
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Lema 0.1. Sea £ un A-sistema. Para todo A,B € L, si A C B entonces el conjunto
B — A es elemento de L.

Demostracion. Observe que B— A = X —[AU (X — B)]. Siendo B elemento de L, y
este es un A-sistema, entonces X — B es también elemento de L. Por otro lado, por ser
A C Bentonces AN(X —B) = () luego, nuevamente por ser £ un A-sistema, se concluye
que AU (X — B) € L. Esto a su vez implica que el complemento X — [AU (X — B)]
estden L, por tanto B — A € L. O

El siguiente resultado proporciona una manera equivalente de comprobar que una
coleccién dada un es A-sistema.

Proposicién 0.2. Sea X un conjunto. Una coleccion L C Z(X) es un sistema de
Dynkin sobre X si, y solo si,

1. X es elemento de L,
2. Para cada A € L, el complemento X — A también pertenece a L,

3. Para todo A,B € L tal que AN B = () se tiene que AU B € Ly para toda
familia enumerable {A; : i € N} C L, tal que Ay C Ay C - -+, la union | J;2, A;
es también elemento de L.

Demostracion. Suponiendo que £ es un A-sistema y {4; };eny C £ es una familia enu-
merable tal que A; C Ay C - - - entonces del Lema 0.1 se deduce que la familia { B; };cn
definida como

Bi=A, Bi=A,—A;_1,i=1,2,...

estd formada por elementos de £. Ademds observe que esta es disjunta y | J;2, A; =
U2, B;. Siendo £ un A-sistema, el conjunto | J;2, B; es elemento de L y, por tanto,
U2, A; también.

Reciprocamente, si £ C Z?(X) es una coleccion con las condiciones (1), (2) y (3)
enunciadas en la proposicién y {A;}3°; C L es una familia disjunta entonces la familia
{C}52, dada por C,, = |J;; A; es tal que C,, € L paratodon, C; C Cy C --- y
U2, Ai = U;2, Ci. Entonces | J;2; A; € L, y luego se deduce se manera inmediata
que L es un sistema de Dynkin. O

En el siguiente resultado se muestra que la interseccion de la coleccién de m-sistemas
y la coleccion de A-sistemas, sobre un conjunto X, estd contenida en la coleccion de o-
dlgebras sobre dicho conjunto.

Lema 0.3. Sea X # () un conjunto. Si F C P (X) es a la vez un w-sistema y un
A-sistema sobre X entonces F es un o-dlgebra sobre X.
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Demostracion. Por ser F un A-sistema, este tiene a X entre sus elementos y cerrado
bajo complementos. Por tanto, sélo se requiere comprobar que F es cerrado bajo unio-
nes enumerables. Considere entonces una coleccién enumerable {4, };cn, formada por
elementos de F y luego forme la familia { B; };cn definida como
i—1
By=A, Bi=A—|JAi,i=23,...
j=1
Es claro que B; € F, pues A1 € F. Como A; € F y F es un \-sistema entonces
A§ € F. Pero ademds F es un m-sistema entonces usando induccién se demuestra que
para cada ¢ > 2, el conjunto ﬂ;;ﬁ Af es elemento de F luego, nuevamente por ser
F un 7-sistema resulta que A; N ﬂ;;ll A estd en F. Siendo B; = A; — U;;ll A =

AN ﬂ;;ll Af se concluye que B; € F, paracadai = 1,2,... Ademds B; N B; =

oo
para todo ¢ # j, y como F es un \-sistema entonces | J B; € F. Finalmente, de la
i=1

o o oo
igualdad |J A; = |J B; se concluye que | J A4; € F. O
i=1 i=1 i=1
La definicién que sigue es andloga a la de o-dlgebra generada. Sea X un conjunto
no vacio, A C Z?(X) una coleccién arbitraria y £ el conjunto formado por todos los
A-sistemas sobre X que contienen a A, esto es,

L ={LCXP(X): AC Ly Les \-sistema sobre X }.

Definicion 3 (\-sistema generado). Se llama A-sistema generado por A al conjunto

AA) == m L.

LeZ

En particular observe que A(\A) es el menor A-sistema que contiene a A.

Resultados y Discusion

Teorema principal

Teorema 0.4 (wA-teorema de Dynkin). Sea X un conjunto no vacio y considere las
colecciones P, L C P(X). Si P es m-sistema, L es \-sistemay P C L entonces
o(P)C L

Demostracion. Sea A(P) el A-sistema generado por P. Si logramos comprobar que
A(P) es un 7-sistema entonces del Lema 0.3 se concluiria que A\(P) es un o-dlgebra.
Pero por hipétesis P C Ly como A(P) es el menor A-sistema que contiene a P entonces
A(P) C L. Suponiendo que esta inclusién es vélida y suponiendo también que A\(P) es
un o-dlgebra entonces, por ser o(P) la menor o-dlgebra que contiene a P, se tendrd que
a(P) C A(P) C L, luego el teorema estaria probado. Por tanto, todo se reduce a probar
que A(P) es un 7-sistema. Esto se hard en varios pasos.
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1

[\

. Paracada A € A\(P), lacoleccion L4 = {B C X : ANB € A(P)} esun
A-sistema.

a) Puesto que AN X = A € A\(P) entonces X € L4.

b) Sea B € L 4. Porla definicionde L4, AN B € A(P) y como A(P) es un \-
sistema entonces (A N B) € A(P). Por otro lado, como
A € A(P) entonces A° € A(P). Ademads, siendo A°y A N B conjun-
tos disjuntos entonces, nuevamente por ser A\(P) un \-sistema, se concluye
que A°U (AN B) € A(P). Luego (A°U (AN B))¢ € A\(P), es decir
AN B¢ e \(P).

¢) Finalmente, sea { By, },,ciy una familia disjunta de elementos en L 4, esto es,
B,NBy, = () paran # m.Paratodon € N, ANB,, € A\(P). Pero ademds de
esto observe que para n # m, los conjuntos AN B,, y AN B, son disjuntos,
luego siendo A(P) un A-sistema se concluye que |-, (B, N A) € A(P).
Usando igualdad

()= Qs
1 n=1

n=

se concluye que | J;7 | By, € La.

. P C L4, paratodo A € P.
En efecto, considere un elemento arbitrario B € P. Como P un 7-sistema y
A € P entonces BN A € P. Pero ademds P C A\(P) entonces BN A € \(P), lo
cual a su vez implica que B € L 4.
. A(P) C L4, paratodo A € P.
En efecto, esto es consecuencia del hecho de ser P C L 4 y de ser A(P) el menor
A-sistema que contiene a P.
P C L4, paratodo A € A\(P).
Sea D € P arbitrario. Por el paso (3) se tiene que A(P) C Lp. Pero ademas,
si A € A(P) C Lp entonces A € Lp luego, por la definicién de Lp, resulta
D N A € A\(P) entonces, ahora por definicién de £ 4, resulta que D € L4.
. M(P) C L4, paratodo A € A\(P).
Pues como A € A(P) entonces del paso (4) resulta P C L 4. Entonces la inclusién
A(P) C L4 resulta del hecho de ser A(P) el menor A-sistema que contiene a P.
. Queda solamente mostrar que si A, B € A(P) entonces AN B € A\(P).

Pero si A € A\(P) entonces del paso (5), A(P) C L4. Como B € A\(P) entonces
B € L4 lvego BN A € AP). Y esto muestra que A\(P) es un
m-sistema. O
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Corolario 1. Sea X un conjunto no vacio. Si P es un 7-sistema entonces la o-algebra
y el \-sistema generados por P son iguales.

Demostracion. Como P es un m-sistema y P C A(P) entonces del Teorema 0.4 resulta
que o(P) C A(P). Pero o(P), por ser o-dlgebra, es también un A-sistema, que contiene
a P, entonces A(P) C o(P). Por tanto, o(P) = A(P). O

Algunas Aplicaciones

Unicidad de medidas

Como una aplicacién del wA-teorema de Dynkin se tiene el siguiente resultado sobre
unicidad de medidas.

Teorema 0.5 (Unicidad de medidas). Sea X # () un conjunto, P un w-sistemay o(P) el
respectivo o-dlgebra generada. Si 11, pi2: 0(P) — [0, 00| son medidas de probabilidad
tales que j11(A) = p2(A) para todo A € P, entonces ui1(B) = ua(B) para todo
B e a(P).

Demostracion. Considere la coleccion £ = {B € o(P) : p1(B) = ua2(B)}. Es claro
que £ C o(P). Por tanto, la primera tarea aqui es mostrar que £ es un A-sistema.

1. Como p1 y p2 son medidas de probabilidad entonces y1(X) = 1 = pa(X) y, por
tanto, X € L.

2. Sea A € L.Puestoque X = AU Ay u1(A) = p2(A) entonces
H1(A) = 1= a(A) = 1 pia(A) = pis( A,
lo cual prueba que A¢ € L.

3. Finalmente, sea { A, },en una familia de elementos en £, disjuntos dos a dos. En
particular p1(A,) = po(Ay) para todo n € N. Entonces usando la propiedad
o-aditiva de las medidas

=1 =1 =1 =1

lo cual prueba que | J;°, 4, € L.

Por hipétesis se sabe que p1(A) = uo(A) paratodo A € P entonces P C L. El wA-
teorema de Dynkin garantiza que o(P) C L.

Siendo entonces o (P) = L, se concluye que la igualdad p1(B) = uo(B) es validad
en todo el o-dlgebra o (P) O
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Medidas invariantes

Definicion 4. Sea (X, o7) un espacio medible y T: X — X una aplicacion medible.

Una medida p: o —  [0,00] es T-invariante si para todo conjunto
A € o se cumple que p(T~1(A)) = u(A).

Medidas invariantes son utilizadas en el estudio de sistemas dindmicos, y estas apa-
recen en teoremas importantes como el teorema de recurrencia de Poincaré ([1]).

Como otra aplicacién del mA-teorema de Dynkin es posible probar que toda medida
que es T-invariante en un 7-sistema, lo es también en la o-dlgebra generada por dicha
coleccion.

Teorema 0.6. Sea (X, F, u) un espacio de medida tal que F = o(P), P es un w-sistema
y w es una medida de probabilAdad. Si T : X — X una transformacion medible tal que
w(T~Y(A)) = u(A) para todo A € P entonces p es T-invariante.

Demostracién. Debemos mostrar que la igualdad p(T-1(A)) = u(A) es valida para
todo A € F. Para ello considere la coleccién

L={BeF: uT™(B)=uB)}

Por la misma definicidn de £ y por la hipétesis se tiene que P C £ C F.
Siendo

p(THX)) = p(X) =1
se deduce que X € L. Ademds de esto, si A € £ entonces u(T71(A)) = p(A). Como
T71(A¢) = (T~'(A))" entonces
p(T7HA%) = p((T7H(A)) =1 = (T H(A)) = 1 = p(A) = u(A°)
lo cual implica que A° € L. Finalmente, sea { A, },cn una coleccion de elementos de

oo oo
L, disjuntos dos a dos. Puesto que 7" ( (O] An> = |§ T71(A,) entonces
n=1 n=1

L (Tl ( o: An>> = ( 0: Tl(An)>

n=1
=3 ) = p ( + An>
n=1 n=1

[e.9]

lo cual demuestra que | A,, € L. Siendo entonces £ un A-sistema, por el 7A-teorema
n=1

de Dynkin se tiene que o(P) C L, lo cual a su vez implica que F = L. Por tanto,

pw(T~1(A)) = u(A) paratodo A € F. Es decir, u es una medida T-invariante. O
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El Teorema 0.6 es también valido para medidas no necesariamente de probabilidad.
Para ello, en dicho teorema debemos asumir, ademds de las hipétesis dadas, que X € P.

Ejemplo 2. Considere la transformacion 7': [0, 1] — [0, 1] definida como
T(z) = 10z — [10x],

donde [10z] representa el maximo entero que es menor o igual a 10x.

La medida de Lebesgue en [0, 1] es T-invariante. Para mostrarlo basta verificar es-
ta afirmacion sobre los intervalos contenidos en [0, 1]. Como la coleccién de intervalos
es un m-sistema el resultado se obtendria entonces del Teorema 0.6. En efecto, dado
cualquier intervalo A contenido en [0,1], la preimagen 7~ '(A) estd conformada por
10 subintervalos, cada uno con longitud igual a la décima parte de la longitud de A.
Entonces p(T~1(A)) = u(A). Como la coleccién de intervalos genera a todos los con-
juntos de Borel, la igualdad p(T~1(A)) = u(A) es valida para todo conjunto Boreliano
contenido en [0, 1].

Medidas sobre cilindros

Fije un nimero natural n > 2y considere el conjunto ¥,, := {0, 1,...,n—1}. Sean
Do, P1, - - - , Pn—1 NUmMeros reales no negativos tales que

potpr+-+pp1=1
(observe que p; € [0, 1]). Usando ¥, se crea el espacio
QF = {5 = (sgs182...) : si € T},

el cual es conocido como espacio de codigos. Observe que los elementos de Qﬁ son
sucesiones infinitas formadas por niimeros naturales entre 0 y n — 1. Este conjunto es
bastante utilizado en dindmica simbdlica, para el estudio de sistemas dindmicos. Este
espacio describe el conjunto de érbitas de cada punto en un espacio dado. En este caso,
las 6rbitas son colecciones de imagenes obtenidas mediante los iterados de la aplicacién
(shift) de Bernoulli f : QF — QX la cual es definida por

f(sos18283...) = (s15283...).
Definicion 5 (Cilindros). Se llama cilindro a un conjunto de la forma
Choty.ty = {5’: (sos1--+) GQ?: S; :ti,izo,l,...,k}
Dados dos cilindros Ct,..¢, ¥ Cioty .1,

tht1sstn

Ct()tl---tk N CtOtl---tkatk—o—lv---ytn = Ct()tl---tkvtk+lv---vtn
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pues Cioty..t) 15 tetn © Cloty..t,» como puede comprobarse inmediatamente. Ademds,
dados los cilindros Cyy, .1, ¥ Csps,...s, tal que (suponemos k < 7) t; # s; para algiin
0 < j < k entonces

Ctotl...tk N Csosl...sr — (Z)

Ademas de esto, respecto a la aplicacioén de f de Bernoulli

f(Ctotl...tk) = C’tl...tk

lo cual implica que
n—1
f_l(ctl...tk) = U Ci,tl...tk'
i=0

Observe que esta unién es disjunta pues, como ya hemos observado, cuando i # j.
resulta Ci ¢, ¢, N Cjt, .1, = 0.
Considere la familia de cilindros

C = {Oi1:-~~7ik - Qg: k= 1,2,... s ij € En}

y la o-dlgebra generada o(C). Observe que C es un 7-sistema, pues la interseccion de
dos cilindros es nuevamente un cilindro.
Considere la medida .: o(C) — [0, 1] tal que en cada elemento C;, _;, € C,

k
1(Ciy,.ir,) 7= Piy " Piy, = Hpij' 0
7j=1

Lema 0.7. La medida i, cuyo valor sobre cada cilindro es dada en (1), es una medida
invariante.

Demostracion. De acuerdo al Teorema 0.6, sélo basta comprobar la invariancia en cada
elemento de C. Dado C;, .. ;, € C,

n—1
1 (f_l(ctl...tk)) = (U Ci,tl...tk>
i=0

n—1
= Z :U'(Ci,tl...tk)
i=0

n—1
= v,
=0
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n—1
=Dt .-D Y Di
1=0

~——
=1

=Dty - Pty = :U’(Cil,---,ik)

lo cual muestra la invariancia de p. 0

Conclusiones

1. La coleccién de o-dlgebras estd contenida de manera propia en la coleccién de
A-sistemas. Sin embargo, del resultado principal (Teorema 0.4) se obtiene como
consecuencia inmediata que todo A-sistema generado por un 7r-sistema es también
un o-4lgebra.

2. Otra utilidad importante que se obtiene del Teorema 0.4 es que algunas propieda-
des solo necesitan ser verificadas sobre el 7-sistema, en lugar de ser verificadas
sobre todo el o-dlgebra generada por dicha coleccién. Por ejemplo, la unicidad de
medidas (Teorema 0.5) y la invariancia de una medida bajo una transformacién
medible (Teorema 0.6).

3. Como sugerencia, seria importante desarrollar un conjunto de resultados referidos
solamente a A-sistemas, y tratar de estudiar resultados conocidos sobre o-algebras
en el contexto de A-sistemas.
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