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Resumen

En este articulo presentamos, de manera esquemdtica, un método de resolucion inmersa de su-
perficies complejas, siguiendo el esquema de [C]y [Gs]. Describimos la resolucion inmersa del
germen de superficie casi-homogénea ({2* + ¢(z,y) = 0},0) C (C3,0), donde  define una
curva singular plana sin parte distinguida y vo(p) > 2, germen de superficie cuspidal. También
decribimos la topologia del divisor excepcional.

Palabras clave: Resolucion de singularidades.

Abstract

In this article, we present, schematically, a method of an embedded resolution of complex surfa-
ces, according to the scheme of [C] and [Gs]. We describe an embedded resolution of the surface
germen quasi-homogeneous ({2* + ¢(z,y) = 0},0) C (C3,0), where o defines a singular cur-
ve flat without distinguished part and vo(p) > 2, cuspidal surface germ. Also we describe the
topology of the exceptional divisor.

key words: Resolution of singularities.

Introduccion

La existencia de resoluciones inmersas, en las que se preserva la informacion de la inmersién de
la variedad singular en una variedad lisa, ha sido obtenida (en un contexto més general que el de
superficies). Pero la realizacion efectiva y la descripcion de tales desingularizaciones plantean
aiin numerosos problemas, por ejemplo la determinacién de resoluciones inmersas candnicas
y la relacién con la geometria intrinseca de la singularidad. En este articulo, describiremos
brevemente un método de resolucién inmersa para superficies sobre el cuerpo C.

Queremos destacar que nuestro objetivo no es probar la existencia de una resolucién inmersa
(este es bien conocido, incluso en casos muy generales, ver [Hi],[CGO]), mds bien dar una
descripcidn explicita de la resolucion inmerssa de un germen de superficie cuspidal, siguiendo el
esquema de [Gs] y [C]. En estas referencias se plasma los argumentos y técnicas de O. Zariski,
H. Hironaka, S. Abhyankar entre otros.

Generalidades
Sea .S un germen de superficie compleja dada localmente, alrededor de un punto p € S, U,

con coordenadas analiticas (x, y, z) en donde p = (0,0, 0), por (f(z,y, z) = 0);con f € O(U,)
sin factores multiples y que admite un desarrollo en serie convergente

fla,y,2) = figra'y’ 2~
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Llamamos multiplicidad de S en p, y lo denotamos por v, (S) al
vp(8) = min{i +i+k: fijk# O}.

Observe que para todo p € S, v,(S) = 1. Diremos que p es un punto singular de .S siempre que
vp(S) > 2. El conjunto de puntos singulares de S, Sing(S), es un conjunto analitico tal que la
dim(Sing(S)) < 1, es decir, estd formado por una cantidad finita de curvas y puntos aislados.
La multiplicidad define una funcién semicontinua superiormente, esto es, los puntos de multipli-
cidad superior a una dada forman un cerrado analitico del espacio ambiente.

Sea

d= méx{z/p(S) ip€E Sing(S)},

en [C], d es llamado el invariante de Samuel y denotado por ISam(S). Asi, el conjunto formado
por todos los puntos de multiplicidad médxima, estrato de samuel de S, denotado por

Sam(S) = {p € Sing(S) : v, (S) = d}

es un cerrado analitico de S.

Definicién 1. Una resolucion o desingularizacion de S es un morfismo propio 7 : S — S tal
que

1. Sesuna superficie lisa,
2. S~ 7 1(Sing S) es densoen S, y
3. Larestriccién 7 : S ~ 7~ !(Sing §) — S ~ {Sing S} es un isomorfismo.
Dada una inmersion de S en una variedad lisa V', S — V.
Definicion 2. Se llama resolucion inmersa de S a un morfismo propio
VoV
tal que
1. V es una variedad lisa,
2. V ~ 7 (Sing S) es denso en V,
3. la restriccién 7 : V ~. 7 1(Sing §) — V . {Sing S} es un isomorfismo, y
4. 7 induce una resolucién de S con cruzamientos normales.

Asi, tenemos 77! (S) = SU D, U---UD,, una descomposicién en componentes irreducibles
de m7=1(S), , y el siguiente diagrama es conmutativo:

7 1(S~{SingS}) =5 =V <~ 7 1(SingS) =D, U---UD,

S ¢ 14
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es divisor de ‘N/, llamado el divisor excepcional de .

Ademéds, de la condicion de cruzamientos normales obtenemos las siguientes propiedades:

1. Por cada punto p € 7~ 1(Sing S) N S pasan a lo sumo dos componentes irreducibles de
7~1(Sing ), pues S es una variedad de dimensién dos.

2. Las componentes irreducibles de la fibra excepcional 1| 5(Sing S) de la restriccién 7|

son lisas y con cruzamientos normales en S. La resolucién de .S inducida por 7 es lo que
se llama una buena resolucion de S.

Nota 1. Las definiciones precedentes han sido dadas en el contexto analitico complejo. Defini-
ciones andlogas existen en el contexto algebraico ( ver [CGO]).

Una clase especial de morfismos propios son las que se construyen por medio de explosiones
con centros subvariedades lisas.

Uno de los métodos efectivos para el cédlculo de una resoluciéon inmersa, reposa en la uti-
lizacién de explosiones con centro puntos o curvas lisas en las que la superficie considerada
es singular, o bien donde existe tangencia de un transformado estricto de esta con los divisores
excepcionales generados por explosiones anteriores. Los centros de las explosiones son subvarie-
dades de la superficie, pero las explosiones son realizadas en la variedad ambiente. Los centros
de explosién que inducen una buena resolucién de la superficie son elegidos de acuerdo a la de-
finicion de centro permitido que a continuacion precisamos.

Sea S C V ~ (C?,p) un germen de superficie analitica. Un subespacio analitico C' C V es
un centro permitido para S si es no singular y la multiplicidad de S es constante a lo largo de C.
En particular, si C interseca a Sam(S), C estd totalmente contenido en Sam(\S).
Utilizaremos, de manera candnica, centros permitidos en el proceso de la resolucion o desingu-
larizacién de S mediante explosiones.

Definicion 3. El cono tangente C'T,(S) de S en p, estd dado por la forma inicial de f, es decir:

CTp(S) =In(f) == Yo Sy =0
i+j+k=vp(S)

Definicion 4. El espacio tangente estricto de Hironaka de S en p es el sub-espacio lineal mds
grande 1,5 de T,V que deja invariante al cono tangente por traslaciones.

T,S coincide con CT),S, si y solo si CT,(.S) es un espacio lineal. Salvo cambio lineal de
coordenadas, la co-dimension de T,(S) es el minimo nimero de coordenadas necesarias para
expresar la forma inicial; en general T,,(S) C CT,(S).

En [C] se tiene propiedades de ISam(S), Sam(S), T, V,T,C después de explosiones con
centros permitidos, asi como la estrategia global de la resolucién de superficies, que consiste en
ir bajando poco a poco el invariante de Samuel de S mediante explosiones con centros permiti-
dos, modificando en un momento u otro, todos los puntos del estrato de Samuel inicial. Después
de introducir el concepto de contacto maximal e identificar un invariante que descienda estricta-
mente, al cabo de un niimero finito de etapas, y tal que no pueda descender infinitamente, es decir
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dicho invariante se mantiene constante bajo explosiones. El proceso de resolucion o desingula-
rizacion de S finaliza (ver [C], [CGO]). Una vez obtenida dicha resolucién, se podra considerar
la condicién de transversalidad o de cruzamientos normales de los divisores excepcionales con
el transformado estricto de la superficie.

Es posible que una componente irreducible del estrato de Samuel sea una curva singular y en
cuyo caso el centro permitido estaria contenido en ella, es decir el centro permitido seria el punto
singular de las curvas.

El estrato de Samuel tiene cruzamientos normales en un punto p € Sam(S), siempre que se
cumpla una de las consideraciones siguientes.

1. pes un punto aislado de Sam(.5).
2. Sam(S) es una curva lisa, localmente en p.
3. Sam(S) consiste de dos curvas lisas y transversales en p.

El conjunto de puntos en los que Sam(.S) no tiene cruzamiento normales es un conjunto finito de
puntos aislados. Tomando como centros de explosion a estos puntos se tiene que Sam(S‘ ) tiene
cruzamientos normales (ver [C] Proposicién 2).

El caso mds “accesible” de superficies singulares para obtener una resolucién inmersa, es el de
las superficies con singularidades absolutamente aisladas. Para este tipo de superficies, se obtiene
una resolucién no inmersa por medio de transformaciones cuadréticas. Una vez obtenida dicha
resolucidn, se podra considerar la condicién de transversalidad o de cruzamientos normales del
divisor excepcional con el transformado estricto de la superficie.

Resolucion inmersa de superficies cuspidales casi-homogéneas.
Consideramos una familia de superficies singulares del tipo
f=2"+py) =0 k22

donde ¢ es una funcidén analitica de dos variables. Este tipo de superficies fueron introducidas
por O. Zariski y denominadas como superficies de Zariski por Piotr Blas en 1970. Estudiado con
detalle en los afios 70 por Joseph Blass, Piotr Blass y Jeff Lang. Existen estudios en el caso que
(o sea una curva singular plana e irreducible, debido a Anne Pichon, Robert Mendris y Andras
Némethi. Estamos interesados en el caso k = 2y ¢ una curva singular plana no necesariamente
irreducible, con la condicién v (¢) > 2, a los que llamaremos superficies cuspidales.

Definicién 5. Sea S C (C3,0) un germen de superficie con coordenadas (z, y, z). S serd llamada
superficie cuspidal si es definida por una ecuacion analitica

f=2"+p(y),
con la condicién v (p) > 2.

= Si f es una funcién analitica casi-homogénea, .S es llamada una superficie cuspidal casi-
homogénea (CCH).
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Es facil probar que existen coordenadas analiticas en las que una superficie cuspidal casi-

homogénea S C (C3,0), esté definida por la ecuacién
l d
f=22+0(x,y) =22+ My (yp — aixq) G
i=1

Donde n;,ne > 0y d; > 0. Los nimeros complejos a; son no nulos y distintos dos a dos.
Diremos que S es admisible si ¢ no admite parte distinguida, es decir, si la curva (¢ = 0) no
admite a x = 0, y = 0 y/o a xy = 0 como ramas. En buenas coordenadas estas superficies estan
definidas por la ecuacién

l
fly.2) =22+ [] (0" — aix?)™ =0, (1)
=1

El lugar singular de S, Sing(S) es de uno de los tipos siguientes
I. Sid; =1paratodoi=1,---l:
Sing(S) = {(0,0,0)}.

Il. Sid; > 1paraalgini=1,--- 1:
Sing(S) = {(x,y,()) € (C30): y? + a;z? =0; d; > 1}.

En ambas situaciones, tenemos ISam(S) = 2 y Sam(S) = Sing(.S). Un método de resolucién
inmersa de las superficies cuspidales, puede ser visto en [BMN], alli los autores presentan una
descripcion explicita de una “resolucion inmersa” de las superficies cuspidales normales, asi co-
mo una descripcion topoldgica del divisor excepcional, usando la estrategia de Jung. Sin embargo
tal proceso, tiene un pequefio defecto: la restriccidon de la modificacién birracional

7 M~ 7 (Sing(S)) — (C?,0) ~ Sing(9)

no es un isomorfismo y en consecuencia, ™ no cubre exactamente la definiciéon de resolucion
inmersa que precisamos en estas notas. A continuacién, describimos la resolucién inmersa del
modelo (1) siguiendo el esquema descrito en el capitulo anterior. Por comodidad, dividimos el
proceso en tres etapas que acontinuacion se describen brevemente (ver [N], para més detalles).

Sean r = mcd(dy, - -+ ,d;), 6 = med(p,q), p' = §, ¢ = % y supongap > g > 2. A partir
del algoritmo de Euclides para (p’, ¢).

/ /

p = CGq +T
/
q = ¢r, +r
T = Gy, Ty
Ty = Gy + Tit1s 0 < Tit1 <,
Tn_s = Cy Ty +Txy
Ty_, = CyTyn 0.
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obtenemos el desarrollo en fraccion continua de

/ 1

p
o=+ 1
q C1 oot T
c3+ .
1
N
Si 2—’“ es el k—ésimo aproximante, se verifica que
k
Dy _ D1 Co T P
4y Qi Ck + Qs
Es clasico que se tiene la igualdad
Py 14 — @ aPr = (_1)k' @)

En particular si k = N
Pyoad —dy_ip' = (DY,

ym:=q,_,,n = pP,_, sonenteros positivos minimales verificando
ng —mp = (=1)N6.
Ademas, si N = 0, q divide a p.
Iniciamos el proceso de resolucién realizando:

1° ¢g transformaciones cuadraticas siguiendo la direccién tangente de las curvas z = 0, y? —
Ll —
a;xz? =0

2° ¢; transformaciones cuadraticas siguiendo la direccion tangente de las curvas z = 0, gP~“9—
a; 79 = §"° — a;790

3° ¢, transformaciones cuadriticas siguiendo la direccién tangente de las curvas z = 0, yP~09—
aii,qfclr15 — g'r’l(S o aiSETzé =0

4° ¢3 transformaciones cuadraticas siguiendo la direccion tangente de las curvas 7 = 0, §"3°

aii”‘s =0

k® ¢g_; transformaciones cuadréticas siguiendo la direccién tangente de las curvas:
Z=0, g1 —aq;@™20 =0, sikpar;

§rE-20 — ;@19 =0, sik impar.

N
Il
=

Finalmente realizamos c;, transformaciones cuadraticas siguiendo la direccion tangente de las

curvas:
Z=0, g1 —q;z™° =0, sik par;

Z=0, ™% — ;&1 =0, sikimpar.

70



Tras las explosiones precedentes, se genera k + 1 cadenas

Cu : Ds,/,lJrlaDs,,,H»Qa te 7Ds,,,1+cy = Ds

v

con s, :ZCZ' paracadav € {0,--- ,k}.
i=0
Seav e {l,2,--- ,N}yj, €{1,2,--,c,}. Tomemos

v—1

Q= (ijz/) = Zci + Ju.

i=1
Las explosiones anteriores tienen ecuacién

Ta—-1 = Ta
Ya—1 = TalYa, S1V par
Zoo1l = ToZa-

O

Ta—1 = TalYa
Y1 = Ya, si v impar
Za—1 = Yara-

Denotemos, en estas coordenadas, el punto
Pa = Da—1 N Dy N (2 =0).

N
Lema 6. Tras la secuencia de E ¢; transformaciones cuadraticas, la transformada estricta de la
i=1
superficie S, en una vecindad del punto p,,, con coordenadas (z, Ya, 2« ), tiene ecuacion,

So = 22 + 232y ua(Tas Ya),
donde u,, es una unidad para todo o # s, Y aq, by €nteros positivos.
Demostracion. ver [N]. O
Diremos que (Sy, Pa)s €8:

N
1. Detipol,sivespary o # Zc,
i=1

N
2. De tipo II, si v es impar y o # Z Ci.

i=1

N
3. Detipo Il sia = » c.

i=1
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Del Lema 6, las superficies del tipo I y II, definen superficies casi ordinarias cuyo lugar
singular, estd dado por lineas proyectivas localmente definidas por z, = x4 = 0, 2o, = Yo = 0.
Por otro lado, las superficies del tipo III, tienen lugar singular formado por la linea proyectiva,
localmente dado por

z=y=0, siN par;
z=2 =0, siN impar.
junto con el conjunto de lineas L;:
z=0 z2=0
L. = N — par L., = N — impar
T =Ty Y= Yri
donde ) B .
Tiw = g lPexp(Be), Yin = lail? exp(B).
BH _ 6¢/L-+2/}7r\/7717 BR _ ai+2/}7r\/jl'
a; = arg(aii), a; = arg(a;),

paracadai € {1,---,1}, k € {0,---,0 — 1}.

Como consecuencia del Lema 6, Sam(.S) tiene cruzamientos normales y

ISam(S) = ISam(S).

Ademds, es ficil ver que ISam(S’) = 2, Sam(S’) = {da,Lm} = Sing(S’), donde S’
SN
representa la trasformada estricta de S después de las k = Z transformaciones cuadraticas.
i=1
La segunda etapa de la desingularizacion de S, depende de la naturaleza de los enteros a,,,
b, y esta de la naturaleza de p, g y d. La desingularizacién es muy simple, como la de las curvas
planas, con centros de explosion las lineas d,,. A continuacién analizamos los casos especiales y

nos restringimos al caso /N impar:

Caso i. Supongamos d par, entonces las superficies del tipo I, II se resuelven, con cruzamien-

tos normales, después ““;b“ transformaciones monoidales

- % alolargodelalinear, = 2o =0y
- %” alo largo de la linea y, = z, = 0, en las coordenadas antes definidas.

La tercera etapa de la resolucion, estd dedicada a resolver las superficies del tipo III. Observe
que después de la segunda etapa, estas superficies han sido “parcialmente” resueltos y que en
coordenadas adecuadas las modificaciones son representadas por las ecuaciones
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5= {@ad t2+H -a)" =0},
S, = {(xa,ya,t):t2+ﬁ(1aixi)di05 O‘:‘SN}’

Estds superficies tienen como lugar singular £ = | J L;; d; > 1y suresolucién inmersa sigue
el esquema de la reduccién de singularidades de las curvas planas cuspidales C; = (t? + Y4 =
0) cU, = ((CQ, 0), U; es un entorno del punto de interseccién de la linea L;, con el divisor
excepcional.

Después de reducir las curvas C;, con cruzamientos normales. La componente del divisor
excepcional que interseca a la superficie S; U S; es modificada, a ésta modificacién, en [BMN],
es llamada superficie reglada no-minimal, este serd descrito mas adelante.

Caso ii. Supongamos d impar:
- Si p, g son par. Este caso se reduce al caso i.

- Sip pary g impar (o viceversa). Entonces, para v € {1,3, -, N}, aq, by son par, bSN es
impar y parav € {0,2,--- , N — 1}, a,, b, 0 bien son todos par, o bien alternados.

- Si p, g son impar, entonces as, es impar, bsN , BSN dependen de los enteros minimos m, n
tales que mp—ng = d y aq, b, dependen de la naturalezade j,p,_1+py—2, juGv—1+Gu—2
respectivamente.

Nosotros destacamos los siguientes casos:

Caso ii.1 Suponga p par y ¢ impar y a,, b, alternados para cada v € {0,2,--- ,N — 1}.
Iniciamos el proceso de resolucién tal como en el caso i: g transformaciones monoidales a lo
largo de d; . a continuaci6n resolvemos las superficies del tipo II tras “‘*H’“ transformaciones
monoidales, tal como en el caso i. Ahora pasamos a resolver las superﬁ01es del tipo L. Por co-
modidad, explotamos las curvas d,, para los cuales a,,, b, son par y finalmente realizamos “‘**3
(respectivamente ba 2+ ba£3Y transformaciones monoidales a lo largo de d,, para los cuales a, (res—
pectivamente b,,) es impar. Obteniendo una resolucién inmersa de las superficies del tipo I. La

descripcion del divisor excepcional en estd etapa, serd descrito mds adelante.

La tercera etapa de la resolucién, en este caso, es dedicada a resolver las modificaciones de
las superficies del tipo III, tras la segunda etapa. Estas modificaciones, en coordenadas adecuadas
estdn dadas por:

{(jay7 yt2+H 7&1 20}7
{(xouyout) A H (1 - aixi)d'i =0, a= SN}7
i=1
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Estds superficies tiene como lugar singular £ = | J L;;; d; > 1y su resolucién inmersa es exac-
tamente igual al caso i.

Casoii.2 Supongap, g, bs , @5, @a, bo impares. En este caso, para cada cccon i € {0,1,--- N}

aq+ba—2
2

realizamos, transformaciones monoidales

a“;l alolargodelalineaz, = 24 =0y

- 2ozl alo largo de la linea yo = 2o = 0

exactamente igual como en el caso i. Tras este proceso, existen coordenadas locales (z, Yo, t)
tales que las transformadas estrictas de S, representan superficies conicas tangente a los ejes
Loy Yol .

So = {(xouyont) : t2 + TaYalla = O}

A continuacion realizamos, en cada sistema coordenado, una transformacién cuadratica con cen-
tro el origen de coordenadas. Las transformadas estrictas de S, en coordenadas adecuadas,
vienen dadas por las ecuaciones:

chl + Z/aﬂl/(xa, x(xy(xl) =0
Z<212 + z(ﬁu(xo&» ya) =0.

Notemos que ahora, las transformadas estrictas son tangente a la linea proyectiva de ecuacién
local z,, = ya1 = 0 (respectivamente a la linea proyectiva de ecuacion local y, = z42 = 0).
Con el fin de tener cruzamientos normales, es necesario realizar, en un orden adecuado (ver
[N]), dos transformaciones monoidales a lo largo de la linea proyectiva, localmente dada por
Zal = Ya1 = 0 (respectivamente z,2 = Z,2 = 0) para todo @ # s, . Obteniendo de estd manera
una resolucién inmersa de las superficies de tipo I y II.

La tercera etapa, en este caso, estd dedicada a resolver las modificaciones de las superficies de
tipo III después de la etapa anterior; que en coordenadas adecuadas,estin representadas por:

!
St.= t2+xH(y5—ai)di =0
i=1
!
S2%:= 2 +yH (1 — aix5)di =0.
i=1

La resolucién inmersa de S, se obtiene después de resolver, con cruzamientos normales, las
superficies S*, S? (ver [N] para més detalles).

Descripcion del divisor excepcional

Las componentes irreducibles, del divisor excepcional, son superficies racionales en el caso
de que provengan de transformaciones cuadraticas, o superficies regladas si provienen de trans-
formaciones monoidales. Para describirlas, es necesario un conocimiento previo de herramientas
de la Geometria Algebraica (propiedades y construccion de superficies racionales y regladas). El
detalle de esto conllevaria desviarnos del tema, por tal motivo remitimos al lector interesado a
[Ha] como una bibliografia general (ver también [F] ).
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El divisor excepcional E, producido en la resolucién inmersa de las superficies cuspidales casi-
homogéneas, es una uniéon £ = E; U Fy, donde F; ( respectivamente F5) es unién de compo-
nente excepcionales irreducibles creado en la etapa primera (respectivamente segunda y tercera)
de la resolucién. Cada E; es unién de superficies racionales, birracionalmente equivalentes a
una superficie reglada sobre P}, entonces de [Ha] (Proposicién 2.2 pag. 370) y [GK] (Teorema
2.1), cualquier componente de E; es de la forma IP’((’) ® (’)(n)) para algtin entero n > 0. Habi-
tualmente la superficie ]P’(O &) O(n)) es denotado por >, y llamado la n—ésima superficie de
Hirzebruch. Una referencia general para superficies regladas es [Ha].

El divisor excepcional F; resulta de s, transformaciones cuadraticas y es unién
SN
Ey = D,
a=1
donde, cada D,, es de la siguiente forma:

- Paracada v = s;_1 + j; # 84,1 € {0,1,--- , N — 1}. D, es el resultado de la explosidn,
con centro un punto de PZ. Las fibras del morfismo inducido a P son las transformaciones
propias de las lineas pasando por el centro de explosion, asi todas las fibras son ~ IP’}C, la
curva excepcional corta de manera transversal, en un tnico punto, a cada fibra y por tanto
es una seccion con autointersecciéon —1, en consecuencia

D, =% =P(O® O(1)), (ver [Ha] pag. 374)

- Las componentes D;, paracadai € {0,1,--- , N — 2}, resulta de realizar ¢;; + 1 trans-
formaciones cuadréticas (explosiones de ¢; 1 +1 puntos de PZ). Después de realizar trans-
formaciones elementales (ver [F] pag. 114), obtenemos

D, = %, =P(O® O(e;)); paraalgine; € Z.

- Dy, resulta de realizar ¢ transformaciones cuadraticas (explosiones de ¢, puntos en
]P’%). Andlogamente como en el item anterior

Dy, = ~¥.= P(O @ O(e)); paraalgin e € Z.

- D, =P

La construccion de Es resulta de una serie de transformaciones monoidales con centro las lineas
do =DyNS, = IP’(}:. Del Lema 6, para cada punto

Po = Do1 N Dy N {za = 0}
existen coordenadas locales en una vecindad de p,, Uy, tal que
™ (S)YNU, = {(xa,ya, Za) zi + :Egayg“ua = ()},

donde u, € C{z4,yq} es una unidad para todo o # s,,.
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El divisor excepcional Ey es una unién
E2 = U Da]v
a,j

donde cada D, ; son superficies de Hirzebruch, cuya construccion depende de la naturaleza de
los enteros positivos a,,, b, . Destacamos los Casos i, ii.1, ii.2 descritos anteriormente.

En el Caso i, al realizar b“; L = %‘* transformaciones monoidales a lo largo de la curva
d.,, para cada «, se crea una torre de superficies regladas.Los segmentos verticales de contacto
entre las superficies proyectivas denotan curvas racionales. Los enteros a|b denotan el nimero de
auto-interseccion de estas curvas en las dos superficies correspondientes.

Por otro lado al explotar la curva dsN, G?N veces, existe una vecindad U con coordenadas
(t,2,9) tal que

l )
S=m"(S)NU =14 (t,2,9) : *+]] (gf—ai)d’ =0
i=1

S es una superficie con lugar singular
Sing(S) = J Liw

cuya resolucién depende de la naturaleza de los enteros d; y es equivalente a la resolucién de la
curva

l
N d;
C:=(t9) :t*+ H (ya _ ai) =0, C Z"%N%N a.
=1

N

con conjunto singular
Sing(C) = {(O,am) 1<i<l;0< ngé—l} com,

donde CT" C E"?s New .| tiene auto-interseccion
1 TSNy TN

(CT)? =1Nes —as, — 15V
Entorno de cada punto singular p;,, = (0, a;, ), la curva es definido por
fm = t2 + (y - ain)digin'

Fijamos la superficie reglada
. ym 1
T Z‘liNes 71:51\7‘ — P(C
y el conjunto de puntos {qm} sobre Pl y sea p;; € Singé’ el tnico punto sobre C7* con
7(pix) = Gir- Consideremos las coordenadas locales (¢;x, yix) en una vecindad U;,; de p;,; con
{ti. = 0} = C™ N Ujx. En Uy, tenemos las curvas C;, = {t?,€ + yf,igm = 0}. Entonces
realizamos una secuencia de explosiones de modo que la transformada total de C;,, UC7" formen
un divisor con cruzamientos normales. Tenemos los siguientes casos. Si d; = 1, para algun 4,
entonces Cj,, = { tfﬁ + YinGin = 0} intercepta de manera transversal a C7* y por tanto no es

76



necesario realizar explosiones. Si d; es par, entonces necesitamos % explosiones. Finalmente, si

2

d; > 3 es impar, entonces son necesarias d"’; 3 explosiones. Este proceso lo realizamos para cada

1<i<ly0<k<§—1.Tras estas secuencia de explosiones Z‘TSNC o | modificado,
1 %SN TSN

. Esta superficie con la proyeccion

denotamos a estd modificacidon por ET;;N o —zs|
1 Sy SN

d; . 3 1

s
|11N63N _st |

donde 7% = 7 o (secuencia de explosiones segtin naturaleza de d;).

———\2 s
(an) =1V =-1-2L
——\2 s s s di di 1
(@) —regr-nmoiv- 35 ¥ S
d;—par 2 d;—impar>3 2
; d; i +1
_1.P_Q i i
=145 -8-0Y - > 5 > o
di.par d; 'invzpan*za

iR iR

Los casos ii.1, ii.2 son andlogos ver [N].

Conclusiones y Problemas

1. Es posible construir una resolucién inmersa de una superficie sin modificar bruscamente
el espacio ambiente.

2. Podemos conocer explicitamente la geometria del divisor excepcional asi como la geo-
metria de la transformada estricta de las superficies cuspidales.

3. Después de construir un germen de 1-forma diferencial que admita a 22 + p(x,y) = 0
como separatriz, es posible clasificarlas analiticamente. (ver [N]).

4. Después de conocer la resolucién inmersa de S : z* + o(z,y) = 0 ;Serd posible construir
un un germen de 1-forma diferencial w, que admita a .S como separatriz y clasificarlas
analiticamente?, en los casos siguientes.

= Caso k = 2, y w no necesariamente de tipo superficie generalizada.
= Caso k > 3y w de tipo superficie generalizada.

= Caso k£ > 3 y w no necesariamente de tipo superficie generalizada.
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