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Resumen

En este articulo, se estudia la manera de encontrar ciclos limite, es decir orbitas periddicas
aisladas, mediante el método del promedio via grado de Brouwer, se prueba que el problema
de encontrar orbitas periddicas es equivalente a encontrar ceros de alguna funcion adecuada,
es aqui en la busqueda de los ceros donde la teoria del grado de Brouwer cumple un papel
fundamental.
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Abstract

In this article, we study how to find limits cycles, i.e. isolated periodic orbits, through averaging
method via Brouwer degree, it is proved that the problem of finding periodic orbits is equivalent
to finding zeros of some suitable function, here in the finding of the zeros where the Brouwer
degree theory plays a key role.

Palabras clave: Método de averaging, ciclos limite, grado de Brouwer, soluciones T-periddicas

Introduccion

El método de averaging [5, 6] da una relacién cuantitativa entre las soluciones de un sistema
diferencial no auténomo y el sistema diferencial promediado, el cual es un sistema diferencial
autdomo. La versiéon moderna usa la teoria de grado de Brower, [1], la que relaciona el niimero
de soluciones periddicas aisladas, ciclos limite de un sistema diferencial cuyo campo vectorial
depende de un parametro pequefio € > 0 y el nimero de ceros de una funcién adecuada, de esta
manera el problema de encontrar 6rbitas periddicas es equivalente a encontrar ceros de alguna
funcién definida en espacios de dimensién finita.

A grandes rasgos, el método de averaging es vdlida ya que si se tiene un centro y se toma una
seccion transversal a este, luego se perturba el centro esta seccién continua siendo transversal, (la
propiedad de ser transversal es estable mediante pequefias perturabaciones), es a aqui donde se
toma la serie de Maclaurin de la aplicacién del primer retorno de Poincaré del sistema, cada punto
fijo de esta aplicacién nos brinda una 6rbita periddica, puesto que se desea Orbitas periddicas
aisladas se toma la seccién transversal compacta.

Se trabaja con sistemas diferenciales de la forma

o’ = f(t,z,¢€), ()
donde
» x € D CR"y D esun subconjunto abierto y acotado.

m teR,t>0.
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= ¢ > () es un pardmetro pequefio.
= f es localmente Lipschitz con respecto a .

Para aplicar el método de averaging es necesario que f pueda expresarse en su forma estandar,

es decir:
f(t,z,€) = eF(t,x) + € R(t, x,¢€). )

Materiales y métodos

Grado de Brouwer

La diferencia entre el método de averaging cldsico y el método de averaging moderno radica
en la manera de obtener los ceros de cierta funcién. La teoria de grado de Brower , ver por
ejemplo [2], es una herramienta fundamental en la busqueda de ceros de ecuaciones del tipo

f(z) =p. 3)

Definicion 0.1. (Grado de Brower para funciones de clase C ) | SeaV-C R" un conjunto abierto
acotado, f : V — R" tal que f € C*(V), ademds Z; = {x € V|J¢(x) =0}, seap ¢ f(OV)U
f(Zy). Se define el Grado de Brower de f en p relativo a V como:

dB(f7 Vv p) = Z Sgn(Jf (iC)),

z€f~1(p)
donde la funcién signo esta definida por sgn:

1, t>0
Sgn(t){ -1, t<0

Observacién 1. Sea f : D — R™ una funcién de clase C' donde D C R™ es un conjunto
abierto, a € Dy f(a) = 0. Si se tiene que J;(z) # 0, entonces por el teorema de la funcién
implicita existe un abierto V con a € V tal que f(z) # 0 Vx € V \ {a}, esto asegura que

dg(f,V,0) € {1,-1}.

Teorema 1. Sea ¢ € C*(D).
1.- d(¢, D, p) es constante en cada componente de R™ \ ¢(0D).
2.-Sip & $(OD), existe ¢ > 0 dependiendo de p y ¢ tal que d(¢, D,p) = d(v, D, p) siempre

que |¢ — Pl <e
3.- Sea H(z,t) una homotopia de clase C* entre ¢y 1. Sip ¢ H(0D,t) Vt € [0, 1], entonces

d(¢,D,p) =d(¢, D, q).
Demostracion. See [2, Pg. 16] O

Definicion 0.2. (Grado de Brower para funciones continuas) Sea ¢ € C (D)yp ¢ #(0D). Se
define d(¢, D, p) := d(v, D, p), donde ) € C* (D) satisface

|¢(x) = ¢(2)| < p(p,$(0D)); x € D
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Ejemplo 1. El grado de Brouwer de la funcién f(x) = 2 en cualquier vecindad del origen es
cero.

En efecto: f solo tiene un cero y este se da cuando z = 0, ademds f'(0) = 0, luego no
es posible aplicar la definicién 0.1 para obtener el grado de Brower de f en x = 0, por ello se
considera la funcién g(z) = 22 — \? donde \ es un niimero positivo arbitrario y g estd definida
en V = (—2)\,2)\), entonces g tiene dos ceros: Ay —\, ademds ¢'(\) = 2A > 0y ¢'(=\) =
—2\ < 0. Entonces por 1y 0.2, se tiene que:

dp(f,V,0) =dgp(g,V,0) =0

Lema principal

El siguiente lema, (ver [1]), es el resultado mds importante de esta seccién. De este lema se
desprende el método de averaging mediante grado de Brower.

Lema 0.1 (Lema principal). Sea V' un subconjunto abierto y acotado de R", sean las funciones
continuas f; : V= R", parai =0,...ky f,g,7: V X [—€9, €] = R"™ dadas por

9(.6) = fo()+efi()+ () + .+ fil) “
f<'7€) = g('7€> +6k+1r('7€)7 (5)

ademds se asume que 0 ¢ f(OV,¢€),y
g(z,€) # 0 forall z € OV, e € [—¢, €0]\{0}, (6)

entonces para |e| > 0 suficientemente pequerio dg(f (-, €),V,0) estd bien definidoy dg(f(-,€),V,0) =
dB(Q('? 6)7 v, 0)'

Demostracion. Para la prueba se usa el teorema 1, el cual garantiza la invarianza del grado de
Brouwer mediante homotopias.
Para cada € € [—¢q, €0]\{0}, se considera

gt("e) = g(',€) + t(f(~,€) - g('7€))7 para(0 <?¢ < 1.

Ahora todo lo que se tiene que probar es que cuando e es suficientemente pequeiio 0 ¢ g.(9V ¢).
Se procede por contradiccidn, es decir para algin ¢y € (0,1] y algin xg € 9V, se tiene que
gt (70, €) = 0. Sea M > 0 tal que |r(z,¢)] < M Vz € V ycadae € (0,¢), (M existe desde
que el dominio de 7 es un subconjunto compacto y r es continua). Entonces

0= g(xo,€) +t(f(xo,€) — g(xo,€))

Asi
g(zo,€) = ftekﬂr(zo, €),

como |t| < 1 se tiene
|9(@o, €)] < Me T

esto es una contradiccién desde que para e suficientemente pequeiio g(xog,€) = 0y |g(zo,€)| =
|fo(zo) + efi(w0) + - - - + €* fr(x0)| # 0. Por lo tanto el lema ha sido probado. O
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Observacion 2. Se asume que la hipétesis del lema 0.1 son satisfechas para k = 0, and y ademas
que

» Paracadaa € D con fy(a) = 0, existe una vecindad V' de a tal que fo(2) # 0 para todo
z e V\{a}

Desde que fo(2) # 0Vz € V' \ {a}, por el teorema de escisién del grado, (ver pagina 26 de [2]),
se deduce que dg(fo,V},0) # 0 para cada vecindad V,, C V' de a. Es posible elegir a. tal que
ae — a cuando € — 0.

Método clasico del promedio de primer oren
Aqui se presenta el método del promedio de primer orden en su version clésica.

Teorema 2. Se considera el siguiente sistema diferencial
2/ (t) = eFy(t,x) + ER(t, x,€) (7

donde Iy :Rx D —R", R:Rx D x (—ef, ef) — R" son funciones continuas, T-periodicas
en la primera variable y D es un subconjunto abierto R". Se define f1 : D — R"™ como:

T
fi(z) = / Fi(s,2)ds ®)
0
y se asume que:

(a) F1, R, D, F, DﬁF , D, R son definidas, continuas y acotadas por una constante M (inde-
pendente de €) en D x [0,00); —ef < € < €5.

(b) Sea a € D con fi(a) =0, Jg, (a) #0.

Entonces, para |e| > 0 suficientemente pequerio, existe una solucion T—periddica ¢(-,€) del
sistema (7) tal que p(-,€) = a as e — 0.

Demostracion. La demostracion puede ser hallada en la pagina 168 de [6]. O

Resultados y Discusion

En esta seccidn, se presenta el método de averaging usando la teoria de grado de Brouwer. Se
inicia probando que el problema de encontrar soluciones T'—periddicas es equivalente a encontrar
ceros de alguna funcién apropiada definida en espacios de dimension finita, para esto se considera
el siguiente sistema diferencial

' =F(t,z ) ©)

donde F': RxDx (—¢ 1€ f) — R™ es una funcién continua, 7'—periddica en la primera variable,
localmente Lipschitz en la segunda variable y D un subconjunto abierto de R™. Para cada z € D
se denotada por z(, z, €) : [0,¢,) — R™ ala solucién del sistema 9 con (0, z, €) = z. Se asume
que

t, > T paratodo z € D. (10)

Se considera la funcién f : D x (—ey,er) — R™ dada por:
T
f(z,€) :/ F(t,x(t, z,€),€)dt (11)
0
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asf cada solucién de (9) puede ser extendida por periodicidad a R. Ahora, es posible presentar el
siguiente lema.

Lema 0.2. (Ver [3]) Sea el sistema diferencial v’ = F(t,x,€) donde F' : R x D x (—¢y,€5) —
R™ es una funcion continua,sea la funcion dada por (11), entonces f(z,¢) = z(T, z,€) —
x(0, z, €) ademds cada (ze, €) tal que f(z.,€) = 0 provee una solucion periédica de (9) y cada
solucion periddica es una cero de f dada en (11).

Demostracion. La siguiente relacion es evidente

flzye) = /OF(t,x(t,z,e),e)dt

T
dz
= /0 a(t,z,e)dt
= (T, z,¢) —x(0,2,¢)

asi se tiene que si f(z,€) = 0, entonces z(T, z,€) = z(0, 2, €), es decir cada cero de f genera
una solucién T'—periddica z(-, z, €) de (9). El reciproco es vélido pues si se tiene una solucién
T —periddica, se cumple (T, z,€) = x(0, z, €) esto concluye que f(z,€) = 0, es decir (z, €) es
un cero de f. 0

Para aplicar el lema 0.1 es necesario que la funcién f se encuentre en su forma estandar (ver
(2)) por esta razén se asume que f es continua y de clase C* con respecto al pardmetro ¢ asi se
puede encontrar la serie de Maclaurin de f = f(z,€) en una vecindad de este pardmetro. Es
decir,

flz.6) = g(z.6) + Flr(z,¢) (12)
donde g viene dada por:
_ of ek ok f

La funcién r = r(z, €) estd bien definida y es continua en D X (—e€p, €p), excepto en € = 0.
En particular, si r es continua en K x (—¢p, €g), donde K es un subconjunto compacto de D
entonces r es acotada en K X [—eg, €g]-

Cuando se usa el simbolo de Landau, la ecuacién (12) se convierte en

f(z€) = g(z,€) + FT1O(1) (13)
(ver [3, 5, 6]). Si en la ecuacién (9) se toma
F(t,z,€) = eFy(t,z) + €R(t,x,¢),
entonces se estd preparado para presentar el siguiente teorema.
Teorema 3. (Método de promedio de primer orden) Sea el sistema diferencial
7' (t) = eFy(t,z) + €R(t,z,€) (14)

donde Fi : R x D —R", R:R x D x (—¢y,e5) = R™ son funciones continuas, T-periddicas
en la primera variable y D es un subconjunto abierto de R™. se define f1 : D — R"™ como:

T
fl(z):/o Fi(s, z)ds (15)

y se asume que.
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(@’) Fi1y R son localmente Lipschitz con respecto a x;

(b%) Paraa € D con fi(a) = 0, existe una vecindad V de a tal que f1(z) # 0,Vz € V\{a}y
dB(flv‘/vO) 7é 0.

Entonces, para |e| > 0 suficientemente pequerio, existe una solucion T—periddica ¢(-, €) de (14)
tal que (-, €) — a cuando e — 0

Demostracién. Se afirma que Vz € V, existe ¢ tal que, si € € [—¢, €], entonces (-, z, €)
estd definido en [0, T'], es decir se cumple la relacién (10). En efecto, por el teorema de existencia

y unicidad (ver pagina 2 de [5]), t, > h, y h, = inf(T, %(e)) donde M(e) > |eFy(t,x) +

e?R(t,x,€)| Vt € [0, T, para cada x con |z —z| < by cada z € V. Cuando |€| es suficientemente
pequefio, M (¢) puede ser tomado arbitrariamente grande, tal que h, =T'Vz € V.
Paratodo ¢t € [0,T], z € V y € € [—e€0, €o] la siguiente relacién es vilida

¢ ¢
x(t,z,€) = z + e/ Fi(s,z(s, z,€)) + 62/ R(s,z(s, z,€),€)ds (16)
0 0

y la funcién f dada en (11) para nuestro sistema viene dada por:

T T
f(z,€) = e/ Fi(s,z(s, z,€)) +62/ R(s,xz(s, z,€),€)ds 17)
0 0
Ahora, se probard que:
f(z,€) = efi(z) +0(1) en V x [—eo, €], (18)
con fi dada por (15). Se observa que existe un subconjunto compacto K C D tal que x(t, z,€) €
KVtel0,T],z € Vye€ [—e,eo] (ver pagina 4 de [3], [4]).

Ademds, desde que R es continua en [0, 7] X [—€q, €], existe N > 0tal que R(t, z(t, z,€)) <
Ny, es decir

T T
/ R(t,z(t, z,¢€),€)ds < / Ngds =0(1) (19)
0 0
Por otro lado

efoT Fi(s,x(s,2,€))ds = efOT[Fl(s,x(s, z,€)) — Fi(s,2) + Fi(s, 2)]ds
= ¢ [ [Fi(s,x(s,2,€)) — Fi(s,2)|ds
T
+e [, Fi(s,z)ds
Luego de esta dltima relacion junto con (19), se tiene
T
flz,e) —efi(z) = e/ [F1(s,2(s,2,€)) — Fi(s,2)]ds + €O(1) (20)
0

Al usar el hecho que F is Lipschitz con respecto a x en [0, 7] x K se tiene

|F1(s,x(s, 2z,€)) — Fi(s,2)| < Li|x(s,z,€) — z| = € O(1). 21
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replazando (21) en (20) la relacién (18) es satisfecha.

Ademds (18) y la observacién 2 junto con la hipétesis (b') asegura la existencia de z, tal que
f(2ze,€) =0y ze — a cuando € — 0. Entonces, (-, €) = (-, z, €) es una solucién periédica de
(14) y ¢(+,€) — a cuando € — 0 (esto es por la continuidad de soluciones del sistema (14) con
respecto al pardmetro € y el dato inicial). O

Observacion 3. Si se compara el méto de averaging via grado de Brouwer con el método de ave-
raging clasico (theorem 2) este dltimo necesita que Fy, R, D, F1, chF 1y D, R sean definidas,
continuas y acotadas por una constante M, que no depende de ¢, en [0, +00) X D x (—€y,€¢) en
lugar de (a’). Andlogamente también requiere que Jy, (a) # 0 paracada a € D con fi(a) =0
en lugar de (b').

Por la observacion 1, se tiene que si f1(a) =0y Jf1(a) # 0, entonces dp(f1,V,0) # 0.

Observacion 4. Esta observacion es sobre la estabilidad de los ciclos limite hallados, para co-
nocer su tipo de estabilidad se analiza los autovalores de la matriz jacobiana de f; en cada
singularidad hiperbdlica.

Averaging para sistemas autonomos planares

Aqui se vera como funciona el método de averaging para sistemas auténomos definidos en el
plano, para ello se considera el sistema planar

v = P(z,y)
y = Qz,y), 22)

donde P, @ : R? — R son funciones continuas ademds se cumple:
(A1) El sistema (22) tiene un periodo anular alrededor del punto singular (0, 0),

Iy ={(z,y) eR*: H(z,y) =h, he<h<hs},

donde H es una integral primera, h. es el nivel critico de H correspondiente al centro (0,0) y hs
denota el valor de H para el cual el periodo anular termina en una separatriz policiclo.
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que hs > h. > 0. Se denota por 1 = p(x,y) un
factor integrante del sistema (22) correspondiente a la integral primera H.
Considere perturbaciones de (22) de la forma
o' = P(a,y)+ep(a,y,e),

/

Y = Qz,y) + eqlz, y,¢), 23)

donde p, ¢ : R? x R — R son funciones continuas. El propésito serd escribir el sistema (23) en la
forma estdndar para aplicar el método del promedio para € suficientemente pequefio. El sistema
diferencial en esta forma describe la dependencia entre la raiz cuadrada de la energia R = vh 'y
el angulo ¢ de las coordenadas polares. El campo vectorial de esta ecuacidn serd 27— periédico
y sus soluciones 27— periddicas serdn trayectorias periddicas de (23).

Teorema 4. Considere (Al) para el sistema (22) y que
2Q(x,y) — yP(x,y) # 0V(x,y) en el periodo anular (24)
Sea p: (vhe, Vhs) x [0,27) — [0, 00) una funcién continua tal que

H(p(R,¢)cosp, p(R, ) sing) = R? (25)
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VR € (Vhe,Vhs), Yo € [0,27). Entonces la ecuacion diferencial que describe la dependencia
entre la raiz cuadrada de la energia R = \/h y el dngulo o para el sistema (23) es:

AR pa® +y?)(@p — Pq)
dy 2R(Qx — Py) + 2Re(qz — py)’

(26)

donde x = p(R, p)cosp, y = p(R, ) sinp. Se toma e; > 0 suficientemente pequerio y D =
Uh.,<h<h..Lh, donde ho < hee < h < hge < hs son fijos pero arbitrariamente cercanos a
he, hs respectivamente. El campo vectorial de la ecuacion (26) estd bien definido, es continuo
en D x (—es,€yp) y es 2m— periddica con respecto a .

Demostracion. Como H es integral primera y p es un factor de integracion de (22), las siguientes
relaciones son vélidas en el periodo anular

8H OH OH
GoP+ Q=0 Ol =P =40
89& Ox

Se define la funcién

G(r, R, p) = H(rcos @, rsinp) — R?,
para cada (r, ) del periodo anular (el cual es un conjunto abierto) y R € (vVhe, Vhs). (r,9)
denotan las coordenadas polares, se tiene que:

H H
%—f = %—xcosap—l— %—ysingp = u(Qcosp — Psiny)

al hacer el cambio a coordenadas cartesianas se tiene que:

oG _ plz,y)
or r

wmQ(x,y)x — P(z,y)y),

donde x = rcos y y = rsin . Para cada (r, @) en la regién de centros determinados por I'y,
existe un Ry tal que G(ro, Ro, ©o) = 0, ademds la hipétesis nos garantiza que a G (19, Ro, o) #
0, luego por el teorema de la funcién implicita se tiene que alrededor de cada punto (Ry, o)
existe una dnica funcién continua p = p(R, ¢) tal que la relacién (25) es satisfecha, asi esta
funcién bien definida en todo (\/7, \ﬁ ) [0, 27) y cumple con (25), ademds la ecuacién (25)

nos da la relacién R(t) = /H ), de las relaciones © = pcos@ y y = psin @ se tiene
t
©(t) = arctan (M

ac(t))

siempre que (x(t), y(t)) eIy, t € R. Luego, se tiene:

dR Sla! + Gy

dt W H
pQ(P + ep) — pP(Q + €q)

2R
_ pQP A+ pQep — pPQ — pPeq
2R
_ MQp— Pqg)

2R
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De igual manera

dp 1 y'(t)z(t) —y(t)a' ()
- t 2
dt 1+ (%)2 x(t)
_ 1 (Q+eq)x — y(P + ep)
- y(t 2
14 (492 x(t)
_ (Qz—Py) +e(gr — py)
22 + 92
eliminando ¢ se obtiene:
dR pa? +y*)(Qp — Pq)

dp ~ “2R(Qx — Py) + 2Re(qz — py)
0

Observacién 5. La funcion f : (v/hex, vV hsi) X (—€f, €5) — R descrita por (11) para el sistema
(26) viene dada por:

o7 2 2
- P
f(R’G):e/ pu(z® +y*)(Qp — Pq)
o 2R(Qxz — Py)+ 2Re(qx — py) + 2Re(qz — py)
su serie de Mac-Laurin en alrededor de € = 0, viene dada por:

Ha? +y*)(@Qp — Pq)
2R(Qz — Py)

dye

+0(1),

de donde la funcién f; : (v/hex, vVhss) — R viene dada por:

[P (@ +y3)(Qp — Pq)
fim) = [, @)

donde p = p(z,y) es el factor integrante del sistema (22) correspondiente a la integral primera
Hyz=p(R,p)cospyy=p(R,¢)sine.

Asi encontrar Orbitas periddicas del sistema (23) se reduce a encontrar ceros de la funcién
definida en (27).

Ejemplo 2. (Bifurcacién de un ciclo limite de un centro is6crono via averaging) Sea el sistema
diferencial

z = —y+2?
y = z+tay, 28
con un centro isécrono en el origen, cuya integral primera en el periodo anular tiene la expresion
2 2
H(z,y) = ﬁ ya que su derivada a lo largo de la curva solucidn es cero. En este sistema
he =0y hs = 1 de larelacion (25) se tiene que la funcidn p definida en la hipdtesis del teorema
anterior estd dada por p(R, ) = % paratodo 0 < R < 1y ¢ € [0,27) Considere las
perturbaciones
o = —y+22+ep(a,
L=y p(z,y) 29)
Y= awtay+eq(z,y),
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donde p(x,y) = a1z — azz® + (2a2 + a5)zy + acy® y ¢(z,y) = a1y + a2x?® + agxy — asy>.
La ecuacién (26) para este caso estd dada por

dR _ Ea1R + a(p)R? + b(p)R?
dp  1—Rsing+ec(p)R

(30)
donde

al(p) = (~2a1 +3as + ag) sin @ + (a1 + ag) cos ¢

+ (—4ay — as) sin® ¢ + (—az — a4 — ag) cos® i,

b(p) = a1 + az + (—a; — 2as) cos?® p — a4 cos psin g,

c(p) = (a3 + ag) sin g + (—3az — as) cos  + (—as — ay — ag) sin® ¢
+ (4ag + as) cos® .

Al denotar por

2 3
Fi(p.R) — aiR+a(p)R* +b(p)R

1—Rsingp
(a1 R + a(p)R* + b(p) R?)c(p) R
(1 — Rsing)(1 — Rsinp + ec(p)R)

el sistema (30) se transforma en

G(QO, R, 6) = -

dR

% = €F1<¢a 6) + GQG(QO’ R7 6)
el cual esta en la forma estandar. Para aplicar el Teorema 3 se necesita la funcién f; que para este
problemaes f; : (0,1) — R dada por

b

2 2 3
a1z +a(p)z® + b(p)z
fl(Z) - / : 1 (_(p) ] (SO) d
0 zsin @

al calcular esta integral mediante Mathematica se obtiene

f1<2’) = _2(211\/_722) [2@22’4 + (6@2 + a5 — 2a1)z2\/ 1—22

— (10ay + 2as5)2* — (2as + 8az) V1 — 22 + 8ay + 2a5}

al tomar la nueva variable £ € (0,1) definida por z = /1 — &2, se tiene f1(1/1—&2) =

2\/117?(1 — €)(2a2€? + (2a1 — 4as — a5)& + 2a1 + 2az + as). Se nota que z € (0,1) es un

cero de f1 siy solosi & € (0,1) es un cero de la funcién polinomial g(&) = 2a2&2 + 1€ + co
donde ¢y = 2a; — 4as — a5 y co = 2a;1 + 2a2 + as. Es facil ver que en nuestra discusion sobre
los ceros de g se puede considerar sus coeficientes como numeros reales arbitrarios. Se concluye
que el nimero de ceros de g en el intervalo (0,1) es a lo mds dos. Esto significa que el nimero
de ceros de f; es a lo mas dos. Por lo tanto a lo mas dos ciclos limite bifurcan el periodo anular
del sistema (28).
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Ejemplo 3. Sea el sistema diferencial de Van Der Pol

/

z =y
y = —z—e(l-a?)y, GD
multiplicamos por h(z,y) = —1 asi se nota que:
P(l’,y) = Yy
Qr,y) =
p(z,y) = 0 (32)
g(z.y) = (1-a)y
7 +y
Hiy) = (530

luego el numerador de la ecuacién (26), N = N (z,y) del teorema se expresa como:

N(z,y) = p(a® + y*)(Pq — Qp).

Como se tiene que p(x,y) = 1y haciendo el cambio de variable

x = p(Rp)cosp
y = p(R p)sing,

al reemplazar se obtiene:

N(z,y) = (z

de la igualdad H(p(R, ) cos @, p(R, ) sing) = R2, se tiene p> = 2R? de donde p = Rv/2,
asi se obtiene:
N(z,y) = 4sin® (@) R* — 8 cos?(ip) sin? () RS.

El denominador de la ecuacién (26) es dado por:
D(z,y) = 2R(Qx — Py) + 2Re(qx — py),

en la aplicacién del método solo influye la expresion D(z,y) = 2R(Qx — Py), por tanto una
expresion para tal es dada por:

D(z,y) = 2R(Qx— Py)
= 2R(2®+y?)
= 2Rp?
= 4R3

Por lo tanto, la ecuacion (26) para este sistema se escribe como

dR 4sin?(p)R* — 8 cos?(p) sin?(¢) R
dp AR3 + eg(R, ¢, €)
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de acuerdo al método se tiene que encontrar los ceros simples de

™ 4sin? () R* — 8 cos?(¢) sin?(¢) RS
fi(R) = 3
0 AR? + eg(R, p,¢€)

= R fo% sin?(p)dy — 2R3 fo% cos? () sin?(p)dep

= R(r—(3)R%).

de

Por lo tanto los ceros de f; son R = 0, R = —ﬂ, R = /2, como R es la raiz de energia del
sistema no puede ser negativo, para R = 0 corresponde a la singularidad en el origen solo resta
R = /2. Se tiene que R = /2 es un cero simple ya que: (f{(R)) = m — (37 R?), entonces
(f1(~/2)) = —27 # 0. Por el teorema de la funcion inversa existe una vecindad V de R = /2
tal que f1(v) # 0 para todo v € V, luego

dp(f1,V,0) = signo(f{(V2)) = signo(—2m) = ~1 0,

y por el Teorema 3 el sistema inicial posee un ciclo limite, como es esperado en la ecuacién de
Van Der Pol.

Ejemplo 4. (Bifurcacion de Hopf) El sistema que presenta bifurcacién de Hopf es dado por

v = —ex —y+e(vy+xy? + 23 + 2y + 23y) (33)
y = w—eyte(y’ +y° +ya?+a +yta? +yh),
donde ¢ representa el pardmetro de bifurcacién. Sea X = (x,y)7, se escribe el sistema de la

forma:

—e -1 Ri(X

X' = X4 B

1 —€ RQ (X)
Se nota que la parte lineal del sistema depende del pardmetro € y tiene autovalores —e £, ademads
si € > 0 por el Teorema de Hartman-Grobman ?? el sistema es topologicamente conjugado a a
un foco atractor lineal, si € < 0 el sistema es topologicamente conjugado a un foco repulsor, si
e = 0 el sistema deja de ser hiperbdlico y en este caso se tiene un centro global is6crono. Para

detectar una 6rbita periddica y aplicar el método se realiza un cambio de variable a coordenadas
polares © = 7 cos 6, y = sin 6 se tiene:

= er(r? —1)(1 +rsinf)
0 = 1+ er?cos?h,
por la regla de la cadena resulta:
dr  er(r* —1)(1 4 rsin®)
o 1+ er2cos?6
para e suficientemente pequefio y haciendo uso de la formula de Mac-Laurin se puede escribir la
ecuacion diferencial como:
dr
o
Asi las hipétesis del Teorema 3 se cumple, al aplicar el método se observa que Fy (r,6) = r(r? —
1)(1 + rsin @), con lo cual

e(r(r? —1)(1 +rsin®)) + 2 R(r, 0, ¢)

1

27
filr) = %/0 r(r? —1)(1 + rsin6)dd = r(r? — 1)
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los ceros de f; se dan cuando 7 = 0 o » = £1 como el radio es positivo y excluyendo r = 0
se tiene que el dnico valor para r es 1, ademds f](1) = 2 # 0. Por el teorema de la funcién
inversa existe una vecindad V de » = 1 tal que f;(v) # OVv € V, por lo tanto dg(f1,V,0) =
signo(fi(1)) =1 # 0, asi el sistema inicial posee un ciclo limite.

Conclusiones y Sugerencias

1. El método de averaging, es decir el teorema (2) y el teorema (3), son validos pues la seccion
transversal a un centro se mantiene mediante pequefias perturbaciones, a esto se denomina
que la propiedad de ser transversal es estable.

2. El método de averaging compara cuantitativamente las soluciones de un sistema auténomo
con el de sistema no auténomo.

3. Para sistemas diferenciale en el plano como (22) que cumpla con la condicién (A1) se
tiene que la funcién f; para nuestro sistema (22) estd bien definida y esta por (27), por lo
tanto los ceros de (27) brindan las 6rbitas periddicas del sistema (23).

4. Se ha probado, usando el método de averaging, que el sistema de Van Der Pol (31) posee
un ciclo limite, como era de esperar.

5. Se ha probado que el sistema (33), el cual presenta bifurcacién de Hopf, posee un ciclo
limite.
Sugerencias

1. Para aplicar el método de averaging primero se debe tener el sistema diferencial en su
forma estandar (1).

2. Ellema 0.2 es el alma del método de averaging en su versiéon moderna, teorema (3), note
que en este lema se toma al conjunto V' C R™ como abierto y acotado, por lo tanto los
ciclos limite que se encuentran permanecen de algin modo cerca de la singularidad, esto
impide encontrar los ciclos limites lejos de la singularidad.
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