Solucién de ecuaciones lineales difusas con una variable utilizando el intervalo esperado de un nimero difuso

MATHEMA 3(1) 91-101

REVISTA DE INVESTIGACION

FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO RUIZ GALLO
LAMBAYEQUE-PERU

Solucion de ecuaciones lineales difusas con una variable
utilizando el intervalo esperado de un namero difuso

Solution of fuzzy linear equations with a variable
using the expected interval of a fuzzy number

Mg. Richard Abramonte R.1
Mg. Edwin Lazo E.?

Bach. Yoshi Golles P.3

Dr. Flabio Gutiérrez S.4

RESUMEN

La logica difusa se utiliza para modelar en forma matematica problemas donde los pardmetros y/o variables son
imprecisos. En este trabajo se resuelve, ecuaciones lineales con una sola variable y pardmetros imprecisos, a
esta ecuacion se le denomina ecuacion lineal difusa. La imprecision se representa mediante nimeros difusos
triangulares. Para la solucién de estas ecuaciones, diversos autores han propuesto diferentes métodos de
solucion, el método clasico, el método basado en el principio de extension, el método basado en los alfa — corte
y aritmética por intervalos, en este Ultimo método se obtiene como solucién un nimero difuso y sus respectivos
alfa cortes donde cada intervalo es una solucidn de la ecuacion con un grado de precision entre 0y 1; en este
trabajo se propone incorporar la definicion del intervalo esperado de un namero difuso al método basado en alfa
corte y aritmetica por intervalos, para proporcionar un Unico intervalo, donde se encuentre la mayor parte de
soluciones de la ecuacion lineal difusa.
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ABSTRACT

Fuzzy logic is used to mathematically model problems where parameters and/or variables are imprecise. This
work solves linear equations with a single variable and imprecise parameters, this equation is called the fuzzy
linear equation. The imprecision is represented by triangular fuzzy numbers. To solve these equations, various
authors have proposed different solution methods, the classical method, the method based on the principle of
extension, the alpha-cut method and interval arithmetic, in the last method a fuzzy number and its respective
alpha cuts are obtained as a solution where each interval is a solution of the equation with a degree of precision
between 0 and 1; in this work we propose to incorporate the definition of the expected interval of a fuzzy number
to the method based on alpha cut and interval arithmetic, to provide a single interval, where most of the solutions
of the fuzzy linear equation are found.
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INTRODUCCION

La logica difusa creada por Lofti Zadeh en 1965 aparece como un medio apropiado para representar y
modelar un tipo de incertidumbre como es la imprecision, que aparece en diversos problemas de la
realidad. En este trabajo nos enfocamos en el caso de la ecuacion lineal con datos imprecisos [1],
como la imprecision la representaremos con nimeros difusos, a la ecuacion se le denomina ecuacion
lineal difusa. Un tipo particular de conjunto difuso son los numeros difusos y son los adecuados para

representar la imprecision.

Para resolver las ecuaciones lineales difusas, se han propuesto diferentes métodos, uno de ellos es el

método clasico, que tiene la desventaja que la solucion no siempre existe [2].

Un segundo método es el método de alfa-corte y aritmética intervalar, este método, para cada alfa

corte entre 0 y 1 obtiene como solucion un intervalo [2].

En este trabajo se propone incorporar a este Ultimo método el concepto del intervalo esperado, para

obtener un intervalo donde ocurran la mayor parte de soluciones de la ecuacion lineal difusa.

MATERIAL Y METODOS

1. Numeros difusos
Las definiciones han sido tomadas de [3].

Definicion 1: Sea X el universo del discurso, un conjunto difuso A en X es un conjunto de pares:
A= {(x,pz(0),x€X}
Donde uz: X — [0, 1] es llamada funcidn de pertenencia. t;(:x) representa el grado en que x

pertenece al conjunto A.

En este trabajo, nos restringimos a conjuntos difusos en la recta real R. Una funcion de pertenencia

puede ser triangular, sigmoidal, trapezoidal, etc.
Definicion 2:  Un conjunto difuso A en R se dice que es normal si para algun x de R.
wa(x) =1

Definicion 3:  El conjunto difuso A en R es convexo si para todo x, Y, z que estan en A, la relacion x <

y <z implica que
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ualyl =z m  [pa(0), pz(e) |
Definicion 4: Un ndmero difuso es un conjunto difuso normal y convexo.

Definicion 5: Un numero difuso triangular (ver Figura 1) es representado por A = (uy, tlz, t=).
Definicion 6: Un nimero difuso triangular A = (ety, 1, ts) s positivo siy solo s wy > 0.
Definicion 7: Dado un conjunto fuzzy A = {(x, ,u;l(x)j}, se define el soporte de A.

S (A) ={x Ruz(x) >0}

Definicion 8: El conjunto alfa corte de un nimero difuso A esta dado por el conjuntoen R~ A, =
{x R /uz(x) =0}, conu € [0,1]

Para un conjunto difuso con funcién de membresia de tipo triangular 4 = (u,, tz, w=) (ver Figura 1)

el alfa corte esta dado por:

Ay =uy + a(uy — ),z — a(uz — uy)]

Figura 1. Nimero difuso triangular.
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El alfa corte es quizas el concepto mas importante de los conjuntos difusos, porque mediante el ajuste
del valor, se puede determinar el rango o conjunto de valores que satisfacen un determinado grado de

pertenencia, el nivel de satisfaccion, precision del resultado o robustez del modelo [4].

Teorema 1: (Teorema de representacion [5]) Sies A un conjunto difuso y A,, sus alfa cortes, « €

[0, 1], se verifica que:
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1.1 Distribuciones de Posibilidad

La imprecision (ambigliedad) se puede representar con distribuciones de posibilidad [6]. La medida de
posibilidad de un evento puede ser interpretado como el grado de posibilidad de su ocurrencia en virtud
de la distribucion de posibilidad. Entre los diversos tipos de distribuciones, la triangular y la trapezoidal

son los mas comunes.

Formalmente, las distribuciones de posibilidad son nimeros difusos, nos concentraremos sélo en las
distribuciones de posibilidad triangulares A = (uy, ttz, =), €l cual esta determinado por tres
cantidades: w; es el valor con mas posibilidad de ocurrencia, e, y @ son los valores limites inferior y
superior permitidos, respectivamente (Figura 1). Por ejemplo, estos valores limite pueden interpretarse

como el mas pesimista y el mas optimista, en funcion del contexto

2. Operaciones aritméticas con intervalos

Definicion 8: Las cuatro operaciones aritméticas basicas definidas en intervalos cerrados se define

como sigue: suma, diferencia, multiplicacion y division [7].

(e, B] + [c,d] = [u+ ¢, b+ d]

[e, b] — [¢,d] = [u—d,b—]

[t, b]. [c,d] = [min{a ,a ,b ,b },max{a ,a ,b ,b }]

[ee,d1]
[e.d]

. o
= [min {—, -,
v d

h
3

e

},max [E.%%H] , siempre que 0 ¢ [¢, d]

)

3. Intervalo Esperado de un numero difuso

Dado un nimero difuso NV . Si denotamos por [VE, NF] con & [0,1] a los conjuntos de nivel « 0 -

cortes, se define el intervalo esperado de N [8].

E(N) = [J:Nf;d ,J:N;fd ]

El intervalo esperado de un nimero difuso, es un intervalo que concentra la mejor informacion de un
namero difuso, esta definicion serd de gran utilidad para encontrar la mejor solucion de todas las que
se obtienen mediante el método de alfa corte y aritmética por intervalos cuando se resuelva una

ecuacion lineal difusa.

Si IV = (uy, us, u=) €sun ndmero difuso triangular, su intervalo esperado esta dado por:
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Iu1_ +u; Uy +us J

L2 2

4. Ecuacion lineal difusa

La imprecision de los parametros de la ecuacion, lo representaremos con nimeros difusos triangulares
de laforma A = (a,, az, a3), es decir, el valor del parametro con mas posibilidad de ocurrencia es s,

pero puede ocurrir entre @y Y s .

Sean 4,5 y £ nameros difusos triangulares de la forma A = (ay, a, a2) , B = (by, ba, ba) y
€ = (ty3,tz, t2) , entonces la ecuacion lineal con datos imprecisos (ecuacion lineal difusa) se define

por:
Ax+EB=¢C

Uno de los métodos que se propusieron para resolver esta ecuacion fue el de alfa corte y aritmética
intervalar [2]. Este método determina una solucion en funcion de cada alfa corte, a este método

incorporamos el concepto del intervalo esperado.

4.1 Método de alfa corte y aritmética por intervalos

Este método consiste en obtener la solucion de una ecuacion lineal clasica, es decir, sin imprecision, a
continuacion se reemplazan los alfa cortes de los nimeros difusos que representan a los parametros

imprecisos, luego se simplifica mediante la aritmética por intervalos [2].

Dada la ecuacion lineal difusa

Ax+B=C
Asumiendo que 0 ¢ S (A)
Para encontrar la solucion se siguen los siguientes pasos

Paso 1: Se determinan el alfa corte de los niimeros difusos A, B y € .

Paso 2: Se reemplazan los alfa cortes en la ecuacion:

Paso 3: Se simplifica la ecuacion utilizando las definiciones de la aritmética por intervalos.
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[ (a0), ez ()] = [by (), bz ()]

x(a) = [y (@), 3 (@)]

Se realiza la diferencia de intervalos

[e4(u) — bz (), ez () — by (u)]
[ey (), uz ()]

x(ua) =
Y luego la division intervalar.

() = b3 () ¢y(a) — ba(a) eau) — by () cz(er) — by (ur)
w 7 ow@ @ 7w

}

x1(ar) = min{

ey(a) — ba(a) ¢y(u) — bz () z(u) — by(w) cz(w) — by(u)
uy (&) ’ i () ' ety (er) ' iz ()

}

x2(u) = max{

Vu € [0,1]

La solucién de la ecuacion lineal difusa con un grado de precision « € [0,1], es un intervalo x(u) =

[ (), 25 ()]

Estos intervalos son los conjuntos alfa corte del conjunto difuso que es la solucion de la ecuacion lineal

difusa.

De acuerdo al Teorema 1, el conjunto difuso que es la solucion de la ecuacion lineal difusa esta dada

por:

i= | ) em@ m@)
el 1]
Los valores més utilizados son « = {0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.0}, la solucion
mas robusta (mas imprecisa) se obtiene con « = 0, y la solucion mas precisa (exacta) se obtiene con

a=1.
Se incorpora el concepto del intervalo esperado al método de alfa cortes.

Paso 4: Se calcula el intervalo esperado de x (i) .

L @) =1 [ m@d fr @d ]

W

En este intervalo, se encuentra la mayor parte de soluciones de la ecuacion lineal difusa. Este intervalo

correspondera a un unico « € [0,1],
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RESULTADOS Y DISCUSION

Caso de estudio |: Consideremos la siguiente ecuacion lineal
Ax+B=¢C
Donde A, &, € son los nimeros difusos triangulares 4 = ( 1,2,3), & = (5,6,7), € = (7,11,15)

Para hallar la solucion aplicamos los pasos 1 al 4 de la Subseccion 4.1

Paso 1: Hallamos el alfa corte de los nimeros difusos triangulares:

Alul =[1+ua2-1),3—u(3-2)], Blul]=[5+u(6—-5),7—ua(7-6)],
Cla] =[7+ua(11-7),15 —u(15 - 11)]

Alul] =1+ u,3—u], Blu]=[5+u,7—a], Clua] =[7 + 4u, 15 — 4u]

Paso 2: Remplazamos el alfa corte en la solucion:

[a] — blu]

x(w) = ufu]

[7 + 4u,15 —4u] — [5+u, 7 — u]
[1+4+u,3—u]

x(a) =

Paso 3: Se simplifica mediante la aritmética por intervalos.
Se aplica la diferencia de intervalos en el numerador

[(7+4u) —(7—ua),(15—4a)— (5+u) ]

x(@) = [1+4+u,3—u]
_ _ [5u,10 — 5u]
J‘:(M)_[1+u,3—u]
Se realiza la divisién entre intervalos
x(a)
o Su 5a¢ 10 —5u 10 — 5u Su 5a¢ 10 —5u 10 — 5u
_[mm{1+u'3—u' 14ua ' 3—u },max{1+u,3_u, 14+4ua ' 3—u
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Dado que « € [0,1], entonces:

5a¢ 10— 5a
[3—u' 1+ u

x(a) =

La solucion de la ecuacion lineal difusa es el conjunto difuso:
5 _ U 5a¢ 10 —5a
B “ [3 —a’ 1+4+u ]
LE[D,1]
i - U S5a 10 — 5u”
B [3 —a’ 1+4a ]
ue(l 1]
La gréfica del conjunto difuso A es A = A; U A donde

- 5w

A, = {(3—&{'”)' ua € [0,1] }
- 10 — 5u”
Ag = {(ﬁ,ﬂ), i € [0,1] }

El punto de interseccion de las curvas A, v A; ocurre en:

5 _10—5:«:E
3—ua  1+u

208+ u—3=0

Dado que « € [0,1], la solucion de la ecuacion es « = 1, el cual corresponde a un valor de

El gréfico del conjunto difuso /A se puede ver en la Figura 2.
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Figura 2 Solucién de la ecuacion lineal difusa
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El conjunto difuso obtenido es normal y convexo, entonces es un numero difuso (Ver Definicion 4). La
solucion de la ecuacion lineal difusa ocurrird con mas posibilidad en 2.5, pero puede ocurrir entre 0'y
10.

La solucién de la ecuacion lineal difusa con diferentes grados de precision se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1
Alfa cortes de la solucion de la ecuacion lineal de primer grado

Grado de precision o Solucién de la ecuacion lineal difusa
Alfa corte x()
0.0 [0,10]
0.1 [0.17, 8.64]
0.2 [0.36, 7.50]
03 [0.56, 6.54]
0.4 [0.77, 5.71]
05 [1.00, 5.00]
06 [1.25, 4.38]
0.7 [1.52, 3.82]
0.8 [1.82, 3.33]
0.9 [2.14, 2.89]
1.0 [250, 2.50]

La solucién més robusta (mas imprecisa) es el intervalo [0, 10], se obtiene con & = 0. La solucion mas
precisa (exacta) es el intervalo [2.50, 2.50], se obtiene con «t = 1; este intervalo es el nimero real x =

2.5. Paraun grado « = 0.5, la solucion es el intervalo [1, 5].

Es decir, se tiene diferentes alternativas para elegir el intervalo de solucién con la precision que se

desee.

Paso 4: Se evalua el intervalo esperado de x(er) .
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d

v [x(u)]=[J;l Su ’J;llO—Su

:3—ui 1+u

E [x(«)] = [1.081,  5.317]

Dado que los intervalos solucion con diferentes grados de precision a € [0,1] son infinitos, si se

desea un intervalo donde posiblemente ocurran la mayoria de soluciones de la ecuacion lineal difusa,

este es el intervalo esperado [ 1.081 , 5.317] (ver Figura 2).

CONCLUSIONES

El método de alfa corte y aritmética por intervalos, permite encontrar el nimero difuso que es la
solucion de la ecuacion lineal difusa, asi mismo, permite hallar un intervalo de solucion para cada
grado de precision entre 0y 1.

La incorporacion del concepto de intervalo esperado de un ndmero difuso, al método de alfa corte,
permite obtener un Unico intervalo donde se espera que ocurran la mayoria de soluciones de la

ecuacion lineal difusa. Este intervalo corresponde a un Unico « € [0,1].
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